Uctpaxupauka teMa: MEXAHUKA, TEOMETPUJA 1
HUHTEI'PABUJIHOCT

AyTtopu: Bopucnas lMNajuh, Boxknaap JosaHosBuh

MpBa canka

Mokywahemo Aa NpUBAMKMMO UCTPAXKMBAYKY TEMY KOja NoBe3yje MexaHuRy, audepeHumjanHy,
CUMMNEKTUYKY M anrebapcky reomeTpujy n Teopmjy Sinjesux rpyna. Mnyctposahemo ay6oky Besy
nsamehy mexaHuKe U reomeTpuje jeAHOCTaBHUM NPUMEPOM KnaTHa. MaTemMaTUUYKO KNaTHO je
ngeanusaumnja mexaHMyKor npobaema KpeTarba Kyr/ie OKayeHe o HUT Yy BEPTMKaNHOj paBHW. MpocTop
MON0Kaja, T38. KOHGUIYPALMOHM NPOCTOP MATEMATUYKOT KNaTHA je KPYKHULLA Ca LLEHTPOM Y TauKM
Bellakba KNaTHa (KoopAMHATOM X CMO O3Ha4YMAM yrao MepeH of, BepTUKane, U y3uma BpeaHOCTM o4, —Tt
[0 +TT; KOOpAMHaTE —Tt M +TT NPeACTaB/bajy UCTY TauKy Ha KPYXKHUUM M 04roBapajy ycnpaBHOM MOAOKajy
K/M1aTHa). Minak, 3a onuc KpeTarba cMcTema, MOPamMo 3HATU M BP3MHY, Koja Npunasa TaHreHTU Ha
KPY*KHULY Y AaTOM NoNoXKajy (BpefHOCT 6p3nHe o3Haumhemo npomeHs/bMBom ). CKyn ceux moryhumx
MoN0Kaja M bp3nHa je TAHreHTHO pac/iojere KpyKHMLEe (PasHU NPOCTOP MaTeMATUUKOr K1aTHa) U OHO
je y cTBapy 6eCKoHaYHM umManHgap. Ha khemy MoXKeMo BUAETU KpeTakbe KaTHa.
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Jpyra cnvka

Kaga umnmHaap ,pasmotamo” y paBaH M NPUKAXKEMO Yy KOOpAMHaTama X 1y, aobunjamo cnegehy camnky
OMNHAMUKe KaTHa, T3B. pa3HM nopTpeT (ciMKa 2a). HanomeHnMo aa Tauke ca KooguHaTtama (X, y) v
(x+2Km, y), rae je K ueo 6poj, npeacTass/bajy UCTY TauKy dasHor npoctopa. CTpenunua ykasyje Ha cmep
KpeTarba Ay Pa3HMX TpajekTopuja. [lBe TpajeKTopuje ce cacToje caMo o Tauyke — TO Cy AO0HM U TopHbin
NoJI0XKaj paBHOTeXe. YKONMKO Ce KNAaTHO Hafasu y AaTUM MOJI0XKajMMa U Hema NoveTHY 6p3nHy
KpeTatba, oHo he 3ayBeK OCTaTh y kbMMa. Mpu TOMe je Ao W NONO0XKaj paBHOTEXKe (TauKe ca



KoopauHatama x=0+2Kr, y=0) ctabunaH nonoraj, a ropkbk nonoxkaj (x=mn+2Kmn, y=0) HectabunaH.
Monokaj paBHOTEXKE je cTabuiaH ako KpeTake U3 Hoj ,61McKke” dhasHe Tauke ayK dpasHe TpajekTopuje
ocTaje 6113y NON0OKaja PAaBHOTEXKE Y CBAKOM TPEHYTKY BpeMeHa.

Cnuka 26 npeacTtas/ba dasHM NpocTop (UMAMHAAP), NMOCMATPaH ca CTaHOBULUTA eHepruje Kpetara. Kao
Ha canum 1a, n3aBojeHe cy TpajekTopuje Kojuma oarosapajy neT BpeaHOCTM eHepruje KpeTama.
HanomeHMMmO fa je eHepruja cMctema BesiMyMHa Koja ce odyBaBa Ay KpeTarba —TO je T3B. NPBU
MHTerpan cuctema. lMomohy MHTerpana eHepruje, CUCTEM jeHAUYMHA KOje OMUCYjy KpeTarbe
MaTeMaTUYKOT KNaTHA je peluuns, 04HOCHO UHTerpabunaH.

Cuctem MMma HajMmarby eHeprunjy Kaga KNnatHo MUpyje y AoHemM NONO0XKajy paBHOTeXKe. Kaaa ce eHepruja
nosehaBsa, A06MjaMo ocLuuMnaLMje KnaTHa OKO AoHer nonoxaja (apyrv n tpehn HMBo eHepruje). Mpu
TOMe, 32 MaJie ocuunauuje (61McKe MUHMMANHO]j EHEPrujW, y Hallem cay4yajy ApyrvM U3aBojeHu HUBO)
BaXXM YyBeHa ¢dopmyia 3a nepmog ocumnoBarwa T = Zn\/T, roe je | gy»KvMHa KnaTHaun g
rpaBMTaLMOHA KOHCTaHTa. MoKeTe M camu jeAHOCTaBHMM EKCMEPMMEHTOM NPOBEPUTU Aa je Nepuos,
ocumnoBarba ca sehom eHeprnjom sehu.




YeTBPTOM HMBOY €Hepruje oaroBapajy TpM KpeTakba CMCTEMA: PAaBHOTEXKHWU NO0XKA] YyCNPaBHOr KNaTHa,
Kao M aCMMNTOTCKA KpeTara 0f HecTabuaHe PaBHOTENKE U Ka H0j, Y CMepy Kasa/bKe Ha caTy U
06pHYTOM CMEpY KasasbKe Ha caTy. [eTn HMBO MMa ABe TpajeKkTopuje Koje oarosapajy nporpecusHoOM
KpeTakby KAaTHa, Koje caZila MMa AO0BOJ/bHO eHepruje Aa KOHCTAHTHO POTUPA Y CMepy, OAHOCHO CYNPOTHO
CMepy KasasbKe Ha caTy. 3ak/bydyjeMo ga ce dasHM NpocTop KNaTHa ,,pac/iojaBa“ Ha KPyKHMULE.
BpeaHOCTU eHepruje Kojuma o4rosapajy camo KpyXHuLUe Ha3nBajy ce perynapHe BpesHOCTU eHepruje
(apyrn, Tpehu 1 neTm HMBO), JOK NPBOM U YETBPTOM HWUBOY EHEPrMje OAroBapajy CUHrynapHe
BpeAHOCTM eHepruje. BuamMmo aa nponasak Kpo3 CUHIYAapHU HUBO eHepruje 40BOAW A0 KBAaMTAaTUBHE
NpomeHe KpeTakea (TO je T3B. TauKa 6udypKayuje paciojerba Ha KpyKHULE).

Tpeha cnunka

MaTemaTMUYKO KJaTHO HaM L,04apaBa U C/I0XKEHW]je UHTerpabuaHe cucteme ca GpasHUM NPOCTOPOM
Behux aumeHsmja n budypraumjama, Koju He 3aBUCe CaMo o4, eHepruje Beh 1 of CBMX APYrMX 3aKOHa
O4yBakba Tj. MPBUX UHTErpana AaTor cuctema. Y ,, yHMBEP3yMy MeXaHUYKMX cucTeMa”, MHTerpabuaHm
CUCTEMMU, Tj. OHM KOjWU AONYLITajy aHAaIMTUUKO pellerbe, NpeacTaB/bajy BEOMa PeTKy nojay. Yaumajyhu
NPOM3BO/baH MEXAHWUYKM CUCTEM, ca BepoBaTHOhoM 6mn3y 1 moxkemo pehu aa aatm MexaHWYKK cucTem
HUWje nHTerpabunaH. Konmoropos-ApHosba-Mo3epoBa TeopemMa HamM Kake fa YKOJIMKO MMaMo
NHTerpabunHM cucTem Ha Koju aogamo manu nopemehaj, oH npectaje aa byae nHterpabunaH. Kpetare
y $a3HOM NpocTopy NOCTaHe XaOTUYHO U aHAZIMTMYKK ra je Hemoryhe oapeanTn. Tako Aa je npoyyasake
M NPOHANaXKeHe NHTErpPabuaHNX cMcTemMa BeEOMa BarkHA NOJIa3Ha Tauka y Npoy4YaBakby PasHMX
npupoaHux peHomeHa.

YKONIMKO je pa3HM NpoCTop MexaHMYKOr cMCTEMA AMMEH3Mje 2n, Taja je YCN0B UHTerpabuaHoctu aa
AaTV CMCTEM MMa h NPBUX UHTErpana Koju 3a40BosbaBajy oapeheHa reomeTpujcka cBojcTea. Kog,
MaTEMATUYKOT KNaTHA n=1, N eHepruja cucTema je TpaxeHu Npsu uHTerpan. M3 tora WTto nHTerpabmaHm
CUCTEM MMa TPAXKEHMX N NPBUX MHTErpana, cneam Aa dasHe TpajekTopuje npunagaajy n AMMeH3MOoHUM
WHBapPMjaHTHMM NOBPLUMMA YHYTap 2n-aumeH3noHor ¢asHor npoctopa. Y cayyajy ,perynapHux”
BPEAHOCTM NPBUX MHTErpana, 4aTe UHBAPMjaHTHE NOBPLUM CY N-AUMEH3UOHU TOPYCH, KOjU
npeAacTas/bajy AMPEKTaH NPOM3BOA, h KpyXKHKULUa (JlyuBnn-ApHosbaoBa Teopema). Ha npumep, 1-topyc je
KPY*KHULA, a 2-TOpYC NpeacTaB/ba NOBpLL ayToMobuncke ryme nnm hespeka. Kao wro ce ¢asHuM npocTtop
MaTeMATUYKOT KNaTHa ,,paciojaBao” Ha 1-Topyce, 2n-gUMEH3UOHU Ga3HM NPOCTOP MHTErpabunHor
cucTema ce ,,pacnojaBa’ Ha n-topyce. Mpu Tome ce pasHe TpajekTopuje NPaBUAHO ,,HAMOTaBajy” no
Topycuma. TakBO KpeTakbe ce Ha3nBa YC/I0BHO-NEPUOLUYHO.




YeTBpTa cAnKa

BpaTmo ce matemaTM4YKOM KnaTHy. Mcnoctas/ba ce Aa je 3a pellaBake jegHor o4 HajoCHOBHMjUX
WHTErpabunHnx cuctema notpebaH ¢GpuUHU MaTemMaTUUYKM anapaT Koju NoBesyje KOMIMIEKCHY aHaM3y U
anrebapcky reomeTpujy. Haume, nocne cmeHe y avdepeHUMjanHUM jeAHAUYMHAMA KpeTatba yBoherem

HOBE MNPOMEH/bMBE U, pellaBake CcuMcTemMa Cce CBOAM Ha ,MHBEpTOBarbe” uHTerpana o06/MKa
A du (o, t — o)
—ty, = = u=u(ug,t —
0 0 0o/
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r4e cy Ug, to MOYETHM MOJIOXKA] M NOYETHO BPEME, @ KOHCTaHTa k npunaga nHtepsany (0,1) v 3aBucK oz
noyetHe 6p3uHe (eHepruje). Pewerbe u = u(Uy, t — t;) je enmnTuuka GyHKUMja NpuapyxeHa
KOMMNeKcHoj anrebapckoj Kpueoj I” yeTBpTOr cTeneHa (eIMNTUYKA KpuBa Wan KpuBa poga 1) 3a4atoj
jeaHaunHom

r={?’=p} p@=>0-u?)1-k*u?.

Mpumetnhemo aa je peanHa aumeHsuje Kpmse I' ABa U 43 HUje TaKO jeAHOCTAaBHO Pa3yMeTH KaKo je OHa
ynoxeHay npoctop C?, Koju npeacTas/ba YETBOPOAMMEH3INOHM peanHu npocTop. Mpu Tome ce
noapasymesa ga je Kpmea I' KoMnakKTUUKOBaHa A0LaBatbem ABe 6e@CKOHAYHO AaneKe Tauke.
KomnnekcHa paBaH C ce MoxKe KOMMNAKTUOUKOBATU f0AaBatbeM jeaHe BECKOHAUYHO AaneKe TauKe U Ha
Taj HauuH ce aobuja chepa (T138. PUmaHoBa chepa). Besa namehy PumaHose chepe U KOMNAeKCcHe
paBHU MOXKe ce MAYCTPOBATN NPOjEKLMjOM U3 CEBEPHON NOa CPepe Koja NeXn Ha paBHU U Joaupyje je
y 0. CBaKoj TauKku chepe pasnnunToj o4 CEBEPHON M jyXKHOT NONAA OAroBapa TaYHO jegHa TayKa y paBHM,
jy»*kHom nony oarosapa 0, A4OK ceBepHOM NONY oAroBapa 6eckoHayHa TauKa (c/inKa 4a). 3aTto cmo
CEBEPHM MO U 03HAYUAN CUMBOIOM 00,

Caja MOXKemo onucaTh U ennnTUUKy Kpuey I'. CBAKOj TauKM U KOMMNJIEKCHE PaBHU, Pa3IMuMTOj 04, HyNa
—1,—k, k,1 nonmHoma p(u), ogrosapajy 2 Tauke (u, v, ), (u,v_) Ha ', rae cy, v,, U_ pewetba
jeanaumHe v2 = p(u). Hynama nonvHoma oarosapajy jeanHctaeHe Tauke A, (—1,0), A,(—k,0),
A3(k,0) n A,(1,0). KpmBy I' MOXKeMo BMAETM Kao ABe Konuje KomnekcHe pasHu C.u C_ cnensbeHe no
rope aykuma [—1, —k], [k, 1] Ha cneaehu HaumH. Obe pasHu Tpeba Aa pa3perkemo Mo AaTUm ayKuma. Y
paBHM C, ropkbM Aeo 3aceka obenexnmo LpBeHOM 60jom, a A0 M NAaBom 60ojom, JOK y paBHU C_
ropkby Aeo 3aceka obenexknmo nnasom 6ojom, a AokK LpBeHOM (canKa 46). [o Ha ,ucrtesame”y
4YEeTBOPOAMMEH3MOHOM NpocTopy, Kpmy I” Aobujamo ,ensberseMm” NAaBor v NIaBor Kpaja, Kao u
LLPBEHOT M LPBEHOT Kpaja oarosapajyhux 3aceka. KoHauHo, obe Konwuje paBHu C, 1 C_ Tpeba AONYHUTH
ca no jegHom 6ecKkoHayYHO Aa/1eKoM TauKoMm (pegom oo, co_). Kao pesynTaT, A4oburjamo nospL
NCTOBETHY 2-Topycy (cnnka 48).

Mnak, 3a Kpaj, Npobsiem MHBEPTOBatbA MHTEFPANA HE MOKEMO 0bjaCHUTU HA enemeHTapaH HauyuH.
MocmaTpajmo xonomopdHu andepeHumjan w = du/v, 4O MHOXKEHA KOHCTAHTOM jeauHU
xonomopodHu andepeHumjan Ha I'. UHTerpan no NnponsBo/bHOM AEe0-M0-Ae0 rnaTkom nytyy C I
avdepeHumjana w op duKecnpaHe Tauke Aq(ug, Vo) A0 Tauke P, 6e3 063upa Ha n3bop nyTa, Aaje Ao6po



AedvHMcaH KomnaekcaH 6poj no moayny AuckpeTHe pewetke A = {n,,n, € Z},raecy w; = gﬁa w,
wy = gﬁb w nepuoau andepeHumjana w 1 a,b 6asHn LUKNOBU Ha I (KPY*KHULE Koje ce He MOory No
MOBPLUM ENUNTUYKE KPUBE CKYNUTU A0 TAYKe, HA Npumep Unknosn Ay ™~ A, ~ An A, ™~ Az ™~ A,).
[JobunjeHo xonomopdHO NpecinKaBare

P
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ce Ha3vea A6enoBo Npec/iMKaBake. iHBep3 AbesioBOr Npec/nKaBatba je eMnTMyKa dyHKumja Ha C/A
OHa je pellerbe Haller npobaema. To HMje yCaM/beHU CAy4aj, U MHOTU C/IOXKEHUjU CUCTEMN Y
BULIEAMMEH3MOHMM Pa3HMM NPOCTOPMMA MOTY Ce eKCMIMUMTHO PELLUUTU YyNPaBo Kopuwherem meTosa
anrebapcke reomeTpuje n anrebapckux KPUBMX PasIMYKINX CTeNeHa n POA0Ba.
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